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΄Ασκηση 1. ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση :

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) =
(
x+ κz, 2κy, κy + 2z

)
Να ϐρεθούν οι τιµές του κ ∈ R για τις οποίες η f είναι διαγωνοποιήσιµη.
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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση :

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x+ kz, 2ky, ky + 2z)

Να ϐρεθούν οι τιµές του k ∈ R για τις οποίες η f είναι διαγωνοποιήσιµη.

Λύση. Βρίσκουµε πρώτα το πίνακα της f στη κανονική ϐάσηB = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
του R3

. ΄Εχουµε : f(1, 0, 0) = (1, 0, 0)
f(0, 1, 0) = (0, 2k, k)
f(0, 0, 1) = (k, 0, 2)

=⇒ Μ(f)BB =

1 0 k
0 2k 0
0 k 2


Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Μ(f)BB είναι

Pf (λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 k

0 2k − λ 0
0 k 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)
∣∣∣∣2k − λ 0

k 2− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(2k − λ)(2− λ)

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

(1) Αν 2k 6= 1 και 2k 6= 2, δηλαδή k 6= 1
2

και k 6= 1, τότε έχουµε ότι η f έχει τρεις

διακεκριµένες ιδιοτιµές :

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 2k

Συνεπώς, η f είναι διαγωνοποιήσιµη.

(2) ΄Εστω ότι 2k = 1, δηλαδή k = 1
2
. Τότε η αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής

λ1 = 1 είναι δύο και η η αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ2 = 2 είναι ένα. Για

να είναι η f διαγωνοποιήσιµη ϑα πρέπει

dimV(1) = 2 και dimV(2) = 1

Υπενθυµίζουµε ότι αν έχουµε µια ιδιοτιµή λ σε ένα διανυσµατικό χώρο E πεπερασµένης

διάστασης, τότε ισχύει

1 ≤ dimV(λ) ≤ αλγεβρική πολλαπλότητα της λ

΄Αρα πράγµατι έχουµε dimV(2) = 1. Για τον ιδιόχωρο V(1) έχουµε :0 0 1
2

0 0 0
0 1

2
1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ y = z = 0

Τότε V(1) = {(x, 0, 0) | x ∈ R} = 〈(1, 0, 0)〉 και άρα ο ιδιόχωρος V(1) έχει διάσταση

dimV(1) = 1. Εποµένως, στη περίπτωση όπου το k = 1
2
η f δεν είναι διαγωνοποιήσιµη.



2

(3) ΄Εστω ότι 2k = 2, δηλαδή k = 1. Τότε η αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής

λ1 = 1 είναι ένα, ενώ η αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ2 = 2 είναι δύο.

΄Αρα για να είναι η f διαγωνοποιήσιµη ϑα πρέπει

dimV(1) = 1 και dimV(2) = 2

΄Οπως παραπάνω ισχύει ότι dimV(1) = 1. Για τον ιδιόχωρο V(2) έχουµε :−1 0 1
0 0 0
0 1 0

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = z και y = 0

Τότε V(2) = {(x, 0, x) | x ∈ R} = 〈(1, 0, 1)〉 και άρα ο ιδιόχωρος V(2) έχει διάσταση

dimV(2) = 1. Εποµένως, στη περίπτωση όπου το k = 1 η f δεν είναι διαγωνοποιήσιµη.

΄Αρα συνοψίζουµε ότι για k 6= 1
2
και k 6= 1 η f είναι διαγωνοποιήσιµη. 2


